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К  Т Е О Р И И  Р Е Г У Л Я Р И З А Ц И И  
И Н Т Е Г Р А Л Ь Н Ы Х  У Р А В Н Е Н И Й
Теория регуляризуемости отображений возникла в связи с решением 
неустойчивых задач, которые часто встречаются в математике, так как к ним 
относятся интегральные уравнения первого рода, многие уравнения в част­
ных производных, численное дифференцирование и другие задачи. В 1963 го­
ду А. Н. Тихонов [1, 2] предложил метод регуляризации для решения неустой­
чивых задач, которому В. А. Винокуров [3] придал необходимую общность, 
введя понятие регуляризуемости отображений. В. А. Винокурову [4] удалось 
найти критерий регуляризуемости в терминах бэровской классификации. За­
тем В. А. Винокуров, Л. Д. Менихес, Ю. И. Петунии, А. Н. Пличко [5-8] выве­
ли теорию регуляризуемости на новый уровень, используя мощные методы 
теории двойственности банаховых пространств.
Рассмотрим некоторые определения.
Пусть X , У -  метрические пространства, /  -  отображение с областью 
определения В  С  X  и множеством значений в У. Отображение /  называ­
ется регуляризуемым, если существует семейство отображений Щ  \ X  —»■ У, 
6 Е (0До)? такое, что для любого х  Е В
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В этом случае семейство (Rs) называется регуляризующим алгоритмом или 
регуляризатором для отображения / .  Таким образом, регуляризуемость /  
означает существование регуляризатора для / .
Отображение /  называется 5-измеримым первого класса, если В  — X  и 
прообраз любого открытого множества есть множество типа Fa .
Пусть Е  -  банахово пространство и М  С  Е* -  тотальное линейное под­
пространство в сопряженном пространстве.
Характеристикой г ( М ) подпространства М  называется ниж няя грань чи­
сел
sup Ш ^ 1  
11/11 ’
когда х  пробегает единичную сферу в Е.  В [9] приводится еще несколько опре­
делений характеристики и показывается их эквивалентность. Д ля нас важно,
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чт0 / т. равно верхней грани чисел |Ы |, где х  пробегает замыкание единич- 
г (М )
ного ш ара в Е  в топологии а ( Е ,М ) .  Если А: Е  Е1 -  линейный инъективный 
непрерывный оператор, то А*Е* С Е* -  тотальное подпространство и его ха­
рактеристика г(А*Е*) может быть найдена следующим образом: ——------  -
г(А*Е*)
верхняя грань чисел ||ж||, когда х  пробегает замыкание единичного ш ара в Е  
по новой норме \\x\li — ||Аж||.
Д ля исследования регуляризуемости линейных обратных задач, т. е. когда 
/  =  А - 1 , где А  -  линейный инъективный непрерывный оператор, В. А. Вино­
куров, Ю. И. Петунии, А. Н. Пличко [5] нашли следующий критерий.
Т ео р ем а  1. Отображение А ~1 регуллризуемо тогда и только тогда, когда 
А*Е* -  подпространство ненулевой характеристики в Е * .
С помощью этого критерия была исследована регуляризуемость многих 
неустойчивых задач. В частности, было доказано, что если Е  -  квазирефлек- 
тивное пространство, то А ~ 1 регуляризуемо для любого А. Бы л доказан сле­
дующий результат.
Т ео р ем а  2. Пусть Е \ ,  Е 2, Е% -  банаховы пространства, Е \  сепарабельно, 
Е 2 рефлексивно, А: Е \  -л Е 2, В :  Е 2 —> Е% -  линейные непрерывные инъек­
тивные операторы, А ~1 регуляризуемо. Тогда (В А )~1 регуляризуемо.
Отсюда следует, что в классической ситуации А:  С (0, 1) —>• £ 2(0 , 1), при 
условии инъективности продолжения по непрерывности А  на £ 2(0 , 1), отоб­
ражение А “ 1 регуляризуемо. Из этого результата можно сделать вывод, что 
при исследовании регуляризуемости полезно рассматривать продолженный 
оператор, в частности его ядро. Эти надежды оправдались. В данной работе 
содержится обзор результатов из работ автора [10-14]. Некоторые результаты 
доказываются в более общем виде; некоторые утверждения, принятые в ука­
занных статьях без доказательства, доказаны. Полученные ранее отдельные 
результаты изложены с единых позиций.
Рассмотрим вначале обобщение теоремы 2.
Т ео р ем а  3. Пусть  £ ч ,£ з  ~ банаховы пространства, Е 2 -  локально вы­
пуклое полурефлексивное пространство, Е \  сепарабельно, А  : Е \  -л Е 2 и 
В  : Е 2 —> £3 -  линейные непрерывные операторы, А _1 | ^ ^  -  В-измеримое  
отображение первого класса, кег£? -  конечномерное подпространство и 
А {Е \)  Р|кег£? =  {0}. Тогда отображение (В А )~1 регуляризуемо.
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть р -  естественное отображение р: Е 2 —> Е ъ /к е гВ .  
Тогда оператор В  можно представить в виде произведения В  — С р , где 
С -  линейный непрерывный инъективный оператор, С : £ ^ /к е г 1? —» Е%. Из­
вестно, что фактор-пространство полурефлексивного пространства не всегда 
полурефлексивно, но замкнутое подпространство полурефлексивного про­
странства полурефлексивно. Поэтому £ ^ /к е г 1? будет полурефлексивным 
пространством в силу конечномерности к е г 5 , так как тогда к е г 5  допол­
няемо и £ ^ /к е г 1? изоморфно дополнению. Отсюда и из инъективности С  
получаем
С*Е1 =  (Е2/к е т В ) \  (1)
Здесь и далее в сопряженных пространствах рассматривается сильная то­
пология. Далее, так как сопряженное к фактор-пространству £^ /кег1? есть 
аннулятор ядра к е г 5  и к е г 5  конечномерно, то р*(Е2/кет В)* -  подпростран­
ство конечной коразмерности в
Теперь из (1) следует
(ВА)*Е1  =  (СрА)*Е£ =  э  А*р*С*Щ э
Э А*р*С*Щ  =  А*р*(Е2/ к е г В у .  (2)
Здесь мы использовали непрерывность сопряженных операторов в силь­
ной топологии сопряженных пространств. 5-измеримость первого класса 
А - 1|а (£ 1) влечет ненулевую характеристику А * 5 | С Е*. Но из (2) следу­
ет, что подпространство (ВА)*Е% С Е* содержит образ при отображении 
А* пространства конечной коразмерности в т. е. (ВА)*Е% содержит под­
пространство конечной коразмерности из А*Е%. Так как тотальное подпро­
странство конечного дефекта в подпространстве ненулевой характеристики 
такж е имеет ненулевую характеристику, характеристика (ВА)*Е^  отлична 
от 0. Но тогда и (ВА)*Е% имеет ненулевую характеристику, что влечет регу- 
ляризуемость отображения (В А )~ г . Теорема доказана.
Теперь рассмотрим следующий метод построения подпространств в С * (0 ,1) 
с различной характеристикой.
Пусть дана последовательность положительных чисел (ап). Построим по 
этой последовательности некоторые последовательности функций, опреде­
ленных на промежутке [0; 1]. Д ля этого введем следующие последователь­
ности промежутков:
л = - г * - 1 к + -
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2« _  1 2К+2 -  3
2к 2 к+ 2 > 4+ =
2К+г -  3 2Й+1 -  1
2к+ 2 2 к+1
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к — 1, 2, . . . ,  и следующие последовательности функций: а&(£) =  0 при
* е [0; 1] \  4+ >
/ 2fc+3 - 5 \
а к\ ofe-i-я =  ак>2fc+3
а*Д) линейна на промежутках
~ 2 к + 2  -  3 2 f c + 3  _  5 - - 2 f c + 3  _  5 2 f e + 1  _  j -
2 f c + 2 ’ 2 f c + 3 5 2 fe+3 ’ 2 fe+i
и непрерывна на [0; 1]; /?аЛ) =  0 ПРИ к G [0; 1] \ / (г. , линейна на 1к , непрерывна 
при t = { 2 k -  1) / 2fc и
lim
t )2fc+2-3 Q
2fc +  2 U
Pk(t) =  1;
T b W  =  0 при t £ [0; 1] \  4 , Jkn(t) = при
’ 2* -  1 2k+2 -  3 I Ik
t £
2 k 2 k+ 2 n
где |I k | -  длина промежутка I k , k^n — 1, 2, . . . ,
/ 2fc+2 _  3
O'A:» I 2k+2 1,
7kn(tk) — — a k(tk)i гДе tk ~ меньший из двух корней уравнения
«/с
2 Н ) — 1,
ак ,
7ь й  =  — ПРИ t Е tk ; (2^+1 — l)  / 2 к+1 , непрерывна на [0; 1] и линейна
& кна промежутках
- 2 f c + 2 _ 3  | / - | _  2fe+2- 3 ‘ 2k+2 _  3  1
2fc+2 n  ’ 2k+2 1 1 to + t
o ЗГ
*
1
Отметим, что функции а&(£) и 7/cn(t) непрерывны на [0; 1], |7/сП(^)| ^  1 ПРИ 
£ Е [0; 1], /?&(£) разрывна на [0; 1] и |/?&(£)| ^  1 при £ Е [0; 1].
Пусть фф£) =  од(£) +  /?&(£), к — 1 ,2 , . . . .  Обозначим через М  С £ 2(0,1) 
замкнутое подпространство в £ 2(0 , 1), натянутое на ($&(£)), и через р  есте­
ственное отображение р : 1^(0 ,1) ^ 2(0 , 1 ) /М  на факторпространство. Мы
будем рассматривать подпространства в С*(0 , 1), которые являю тся образом
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сопряженного оператора (рг)*, где г : С (0 ,1) —» 1 2^(0,1) -  вложение. Так как в 
М  все функции, кроме тождественного нуля, разрывны, то р% -  инъективный 
оператор и, следовательно, (рг)* ( ^ ( 0 , 1 ) /М ) С (7*(0,1) -  тотальное подпро­
странство. В теореме 4 мы вычислим характеристику этого подпространства.
Д ля нахождения характеристики г ^(рг)* ( ^ ( 0 , 1 )/М )*^  достаточно вы­
числить верхнюю грань ||ж ||с, где ж пробегает замыкание единичного шара 
в С (0 , 1) по норме \\х\\\ =  \\ргх\\ и в правой части стоит норма в 4 ^ (0 ,1) /М .
Л е м м а  1. Если непрерывная функция х(Ь) принадлежит замыканию еди­
ничного шара 51 в (7(0,1) по норме || • Д , то для любой точки разрыва Д 
функций из М  (такие точки пробегают счетное множество середин от­
резков 1^) выполняется соотношение |ж(Д)| ^  1*
Д о к а з а т е л ь с т в о . Проведем доказательство для случая ж(Д) ^  0, если 
ж(Д) <  0, то рассуждения аналогичны. Итак, пусть ж(Д) ^  0. Докажем, 
что ж(Д) ^  1- Пусть, напротив, ж(Д) >  1. Тогда, в силу непрерывности ж(£), 
существуют такие числа а  >  0 и 6 >  0 , что при |£ — Д| <  ^ выполняется 
неравенство
х(б) >  1 Т  о .  (3)
По условию существует последовательность непрерывных функций (жп(£)), 
\хп (Ь)\ ^  1 такая, что \\хп — жД —» 0 при п ^  сю. Это означает, что существует 
последовательность соп (Ь) Е М  такая, что \\хп — х  — шп \\ -Э 0 по Т 2-норме. 
Пусть Д является серединой Д . Тогда сужение функции и п на I £  имеет вид
| =  С п (Хк (£). (4)
к
Изучим поведение последовательности (Сп). Во-первых, (Сп) не может 
быть ограниченной последовательностью. Действительно, тогда из (3) следо­
вало бы, что при |£ — Д| <  3 и £ Е Д
ж(£) — х п (ф) >  а. (5)
Следовательно, из (4) и (5) вытекало бы существование такого малого ф , что 
при £ Е (Д, Д +  Ф )  разность ж(£) — х п (Ь) — ссп(£) была бы больше некоторой 
фиксированной константы, что противоречит сходимости ||жп — х  — шп \\ —» 0. 
Во-вторых, последовательность (Сп) не может быть и неограниченной. В са­
мом деле, функция х(Ь) непрерывна, значит ограничена на [0; 1]. При усло­
вии неограниченности (Сп) из (4) следует, что разность |ж(£) — х п (Ь) — шп (Ь)\ 
на множестве положительной меры из I £  будет больше некоторой кон­
станты для бесконечного числа номеров п. А это противоречит сходимости 
\\хп — х  — и\\ —» 0 .
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Итак, последовательность (Сп) не может быть ни ограниченной, ни неогра­
ниченной. Полученное противоречие доказывает лемму.
Т ео р ем а  4. Пусть а — sup ап . Тогда характеристика подпространства 
(рг)* (£2 (0 ,1 ) / М )  С С*(0,1) находится следующим образом:
г ( Д ) * Д 2(0, 1) /М )* )  =
1
3
1
при а Е (0; 1], 
при а Е [1; оо)
2 cl -\- 1
0 при а — оо.
Д о к а з а т е л ь ст в о . Докажем равносильное утверждение:
3 при а Е (0; 1],
s u p | | | x | | c  : х  Е S i | 2а +  1 при а Е [1; оо),
оо при а — оо.
(6)
Здесь 5^ 1 -  замыкание единичного ш ара в С (0 ,1) по норме \\x\h — \\ргх\\Ь2/м .
Рассмотрим последовательность непрерывных функций (ж/с(£)), опреде­
ленную следующим образом:
x k (t)
/3k (t) при t Е 4  ,
1 при t Е I k П(-°°>*о],
2 +  — )о/с(£) при t Е I £  f|[*o , оо),
ak )
0 при t € [0 ; 1] \  1к.
Ясно, что эир |ж /Д )  : £ € [0 ,1 ] | =  2ак +  1, т.е. Цж^Цс =  2ак +  1. Покажем, что
х к{б) Е для любого к — 1 ,2 , . . . .  Д ля этого проверим, что 7&п(£) —» ж&(£) 
при п  —У оо для любого к по норме || • Д . Из построения 7^  ясно, что мера
1Л1: x k (t) 7knit) ф 2фс(£)|-
п (7)
Принимая во внимание ограниченность при фиксированном к функций жД£), 
7/сп(^)5 <^(£)? из (5) выводим сходимость ж&(£) — 7/сп(^) — 2<$&(£) —» 0 при п  —» оо 
в £ 2(0 ,1). Так как фф£) Е М  при всех &, то имеем сходимость 7&п(£) —>■ жД£) 
при п  —> оо по норме || • 11х, т. е. ж&(£) Е 51 . Таким образом, показано, что
8и р |||ж ||с ' : ж Е $11 ^  2а +  1. (8)
Отсюда сразу следует последнее из равенств (6).
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Теперь покажем, что выполнено второе из равенств (6). Итак, пусть а ^  1. 
Вследствие (8) достаточно показать, что
эир^ж Ц с : х  Е £ 11 ^  2а +  1. (9)
Пусть, напротив, зи р^ж Ц с : х  Е > 2а + 1. Это означает, что найдется
непрерывная функция ж(£) Е £1 и \\х\\с >  2 а +  1. Пусть £* Е [0; 1] таково, что 
ж(£*) >  2а +  1 (если ж(£*) <  0, то рассуждения аналогичны). Тогда найдутся 
а  >  0 и 6 >  0 такие, что
ж(£) >  2а +  1 +  а  (10)
при |£ — £*| <  (5.
Существуют последовательности шп Е М  и Е £1 в С (0 ,1) такие, что
||ж -  гп -  сип \\ 0 (11)
в пространстве £ 2(0 , 1). Из (10) следует, что ж(£) — £п(£) >  2а +  а  при
\Ь — £*| <  (5, а из (9) -  что найдется такой номер &о, для которого коэффициент 
из (2), начиная с некоторого номера п — N , удовлетворяет неравенству
Сп > 2  +  а ь  (12)
а \  >  0 -  некоторое число. (Здесь мы использовали условие а ^  1.) Обозначим 
через £о середину отрезка /&0. В силу леммы 1 ж(£о) ^  С значит, в некоторой 
окрестности £о выполняется неравенство
ж(£) <  1 +  - у ,
из которого следует
аД ) -  Щ *) <  2 +  у .  (13)
Из (12) и (13) следует, что в некоторой левой полуокрестности точки £о
разность ж(£) — гп {1) —и п (£) будет больше некоторой фиксированной констан­
ты, что противоречит соотношению (11). Итак, доказано соотношение (9), что 
вместе с (8) влечет выполнимость второго равенства в (6). Осталось доказать 
первое равенство (6).
Пусть а Е (0; 1]. Покажем, что
8и р |||ж ||с  : х  Е ^  3. (14)
Введем следующую последовательность функций:
£п (£) =  0 при г Е [0; 1] \
5п — 2 5п — 1 
8 п  ’ 8 п
1 0 п - 3 \  _  /  10п — 3
16п )  V 16п  1 ’
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£п непрерывна на [0 ; 1] и линейна на промежутках
5п — 2 10 п — 3 
8 п ’ 16п
. Пусть
У m it ) =  х \  (t) +  2£m(£), т  — 2 , 3 , . . . .  Покажем, что ут Е S  Действительно, 
выше мы показали, что 7/сП(£) —» Xk(t) при п  —» оо по норме || • ||i для любого 
к. Возьмем к — 1, тогда 7 in (t) —»■ ац(£) или 7 in (t) +  2£m(£) —»■ ym (t) Для любого 
т  — 2 ,3 ,  Осталось только показать, что
Д ля произвольных т и п  это не так, но из построения функций непосред­
ственно видно, что при п  ^  т  соотношение (15) выполняется. Этого доста­
точно для доказательства того, что ут Е в Также из построения функций 
очевидно, что
Последнее неравенство доказывается точно так же, как и (9) при а — 1. 
Тот факт, что в нашем случае а ^  1, не влияет на доказательство. Теперь со­
отношения (14) и (16) доказывают первое равенство в (6). Теорема доказана.
С л е д с т в и е  1 . Если  sup ап <  оо; то отображение (рг)~1 регуляризуемо; ес-
Доказательство следует из уже упоминавшегося утверждения: А ~1 регу­
ляризуемо в том и только в том случае, когда И*У* С X* имеет ненулевую 
характеристику.
Теперь рассмотрим вопрос о регуляризуемости отображений, обратных 
к интегральным операторам. Пусть К ( х ^ )  ~ непрерывная функция на квад­
рате [0; 1] х [0; 1]. Рассмотрим интегральный оператор
7 in{t) +  2£m(t) Е S\. (15)
Тем самым соотношение (14) доказано.
Покажем, что верно и обратное неравенство
( 16)
ли  sup ап — оо; то (pi) 1 нерегуляризуемо.
действующий из С (0 , 1) в L 2(0 , 1), и интегральный оператор
(17)
действующий из ^ 2(0 , 1) в L 2(0 , 1).
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Если Qf -  инъективный оператор, то Q'~l всегда регуляризуемо, так как 
гильбертово пространство рефлексивно. Совсем иная картина наблюдается 
для оператора Q : он может быть инъективным, но отображение Q ~ l нерегу- 
ляризуемым.
Из теоремы 3 вытекает такой результат.
С л е д с т в и е  2 . Если интегральный оператор Q : С (0 ,1) —» £ 2(0 ,1) инъек- 
тивен и его продолжение на L 2(0 , 1) имеет конечномерное ядро, то Q ~ l 
регуляризуемо.
Таким образом, мы видим, что регуляризуемость Q ~ l связана со струк­
турой ядра продолженного оператора. Если это ядро конечномерно, то Q ~ l 
регуляризуемо, если ядро бесконечномерно, то Q ~ l может быть нерегуляри- 
зуемым. Можно даже поставить вопрос: если ядро продолженного оператора 
бесконечномерно, то может ли отображение (В А )~1 (в обозначениях теоре­
мы 2) быть регуляризуемым? Положительный ответ на этот вопрос дается 
следствием к теореме 4. В этом следствии в любом случае (т. e. sup ап <  оо 
или su p a n =  сю) ядро продолженного оператора kerp  бесконечномерно. Отоб­
ражение (pi)~l же может быть как регуляризуемым (su p an <  00), так и нере- 
гуляризуемым (su p an =  00).
Мы здесь построим класс интегральных операторов из (7(0,1) в £ 2(0,1) 
с регуляризуемыми обратными отображениями и класс интегральных опера­
торов из (7 (0 ,1) в £ 2(0 , 1) с нерегуляризуемыми обратными отображениями. 
В обоих случаях продолжение операторов на £ 2(0 ,1) имеет бесконечномерное 
ядро. Мы увидим, что операторы могут быть выбраны с гладкими симмет­
ричными ядрами. Основная идея в наших рассмотрениях состоит в том, что 
можно построить интегральные операторы, инъективные из (7 (0 ,1) в £ 2(0 , 1), 
но продолжение которых на £ 2(0 , 1) будет иметь ядром построенные в преды­
дущем параграфе подпространства М .
Рассмотрим следующие леммы. Через (7о°(а, Ь) обозначим множество всех 
финитных бесконечно дифференцируемых на промежутке (а; Ь) функций.
Л е м м а  2. Пусть h ( t ) Е £ 2(0 , 6) и
н = | / (t) e  L2(a, b) : J  f ( t )h ( t )  dt = 0
Тогда (a, b) = Н .
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Д о к а з а т е л ь ст в о . М ножества
0\  =  { / С )  е L 2{a,b) : j f ( t )h(t )dt>  о |
J  CL
И
0 2 =  { / ( * )  € L 2(a, b) : J  f(t)h(t) dt < o j
открыты и H  — О i П ^ 2- Пусть д Е Н  и в >  0. Тогда, так как пересечение 
всюду плотного множества с открытым множеством в топологическом про­
странстве плотно в этом открытом множестве, финитные бесконечно диф ф е­
ренцируемые функции из 0 \  и О2 плотны в этих множествах. Следовательно, 
существуют д\ Е 0 \  f] Со°(а, Ь) и д2 Е О2 П b) такие, что
Ц51 - 5 I K  е и II«й - 5 I K  £■ (18)
Рассмотрим семейство gt — tgi +  (1 — t)g2 , где £ Е [0; 1]. Д ля непрерывной 
функции F  : [0; 1] —» М, определенной формулой
F(t)  = j  gt ( x ) h ( x ) d x ,
а
выполняются соотношения F(0)  <  0 и Т(1) >  0, так как д\ Е 0 \  и $2 С О2.
Значит, существует £q С (0; 1) такое, что РДо) =  0. Теперь, в силу (18), имеем
II5*0 ~~ 5|| =  11*051 +  ( !  -  *0)52 -  *05 -  (1 -  *о)5|| ^
^  *o||5i -  5ll +  (1 -  *о)||52 -  5|| ^
а это и означает, что финитные бесконечно дифференцируемые функции из 
Н  плотны в 7Д так как gt0 Е Н  f] Со°(а, Ь). Лемма доказана.
Теперь покажем, что финитные бесконечно дифференцируемые функции 
плотны не только в ортогональном дополнении к одной функции, но и в орто­
гональном дополнении к построенным выше подпространствам М  С £ 2(0 , !)•
Л е м м а  3. Пусть М  -  любое из построенных выше подпространств. Тогда 
в ортогональном дополнении N  к М  существует полная ортонормирован- 
ная система такая; что ^ n {t) Е СдДО, 1), п — 1 , 2 , . . . .
Д о к а з а т е л ь ст в о . Д ля доказательства достаточно показать, что финитные 
бесконечно дифференцируемые функции из N  плотны в 7V, так как в этом
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случае из них можно выбрать линейно независимую последовательность, ор- 
тогонализируя которую получаем нужную систему {'0П(£)}.
Итак, покажем, что N  С о°(0 ,1) =  N .  Пусть /  Е N  и в >  0. Выберем 
номер п так, чтобы
/ .
/  (t) dt ^  —2П+1-! ^ 4
2 п  +  1
(19)
Поскольку функция f( t)  ортогональна функциям Sk(t), к — 1 , 2 , . . . ,  в силу 
леммы 2 существует семейство {/&(£) : к — 1, 2, . . .  ,п}, для которого выпол­
няются следующие условия:
1) f k ( t ) e C F ( I k), к — 1, 2 , . . . ,  п;
2) [  fk(t)Sk (t) dt = 0 , А; =  1 , 2 , . . .  ,п;
J n
3) fk  ~  /
(20)
h 2(тг +  1)
, fc =  1, 2, . . . , n ,
где через / | 7 обозначено сужение f ( t )  на промежуток /*. На промежутке
/о = ч
\1 к
существует функция /о Е Cq° ( 0; — ) такая, что
/о  -  / 1о £ 2(n +  1) ’
Теперь рассмотрим функцию
/ аД )  при t € 4 ,  к =  0 ,1 , . . . , га ;
зД ) 0 при £ £
2n+1 -  1 
2^+1 ’ 1
В силу условия (20) д Е С о°(0 ,1), д Е 7V, так как для любого к =  1, 2 ,.
[  g(t)Sk(t) dt — f  g(t)Sk(t) =  0,
io ib ,
а значит и для любого ш Е М
g{t)m{t) dt — 0.
Наконец, из соотношения
l b - / l l \ [  (9 -  / ) 2 dt sC [  ( 9 -  Л 2 dt +  Т  ^V Д  \  fc=0 Jiu 4
п ГД n
^  S  V /  ( 5 - / ) 2 ^  + 1 ^  2
fe=0 V fc=0
£ £
—t с H- — =  £2(n +  1) 2
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следует, что N  f] Cq°(0, 1) =  N .  Лемма доказана.
Теперь рассмотрим интегральные операторы Q и Q' с ядром
оо
K ( x , t ) =  ' Е с п М х Ж ® , (21)
п —1
где {(рп(х)} -  произвольная ортонормированная система, состоящая из бес­
конечно дифференцируемых на отрезке [0 ; 1] функций и
1
Ясно, что тогда K ( x , t )  -  бесконечно дифференцируемая функция на квад­
рате [0 ; 1] х [0 ; 1].
Т е о р е м а  5. Пусть Q -  интегральный оператор; построенный по форму­
лам  (17); (21). Тогда Q -  инъективный оператор, и если sup ап <  оо; то ото­
бражение Q ~ l регуляризуемо ; а если sup ап — оо; то Q ~ l нерегуляризуемо.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Вначале покажем, что ker Q' — М . Действительно, если
есть п-й коэффициент Фурье функции /(£) по системе {^ п(^)}, так как ряд 
в (22) по теореме Лебега можно почленно интегрировать. Из равенства (23) 
следует Ъп — 0, п — 1 , 2 , . . . ,  т. е. /(£) Е М .  Ясно также, что из /(£) Е М  
следует /(£) Е кег . Таким образом, доказано, что кег ^  — М .  Отсюда 
следует, во-первых, что -  инъективный оператор и, во-вторых, что можно 
представить в виде произведения операторов
sup {тах(|(/?п(ж)|,. . . ,  |Дп)(ж)|)| sup {тах(|^п(ж)|, • • •, \ д п \х ) \ ) } п2
(22)
ТО
оо
(23)
где
Q =  Q'i — u p i , 
где и: L 2(0 , 1) /M  —»• L 2(0 , 1) -  инъективный оператор.
(24)
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Пусть sup ап — оо. Тогда по теореме 4 (pi) 1 нерегуляризуемо. Значит, 
(рг)* (_Zv2(0,1) / м у  -  подпространство нулевой характеристики, но из (24) сле­
дует
Q*L*2(0,1) =  (piyu*L*2(0,1) С (pi)*(L2(0, l ) / M ) * ,
т. е. (УТДО, 1) тем более имеет нулевую характеристику, что влечет нерегу- 
ляризуемость отображения Q ~ l .
Теперь пусть su p a n <  оо. Тогда по теореме 4 (pi)-1 регуляризуемо, 
т. е. (рг)* ( ^ 2(0 , 1 ) / М )  -  подпространство ненулевой характеристики. Д а­
лее, ввиду рефлексивности L 2(0,1) /  М  и инъективности оператора и , имеем 
г^ТДО Д) =  (Т2(0 , 1) / М ) *  и, следовательно,
Q*T*(0,1) D (рг)*г/*т2(0,1) =  (рг)*(Т2(0 , 1) / М)*.
Это означает, что (У ТД О Д ), а стало быть и (УТДО, 1), -  подпространства 
ненулевой характеристики, что влечет регуляризуемость Q ~ l . Теорема дока­
зана.
Заметим, что можно считать, что оператор Q имеет симметричное ядро. 
Д ля этого достаточно положить (рп (х ) =  Дп(ж), п — 1 , 2 , . . . .
Таким образом, мы нашли класс интегральных операторов из С (0,1) 
в Т 2(0 , 1), д л я  которых обратные отображения регуляризуемы, и класс инте­
гральных операторов из (7(0,1) в 4 ^ (0 ,1), для которых обратные отображе­
ния нерегуляризуемы. В обоих случаях продолжение операторов на £ 2(0,1) 
имеет бесконечномерное ядро.
Теперь применим теорему 3 для более глубокого изучения связи регуля- 
ризуемости с ядром продолженного оператора.
Д ля этого рассмотрим некоторую конструкцию пространства Е 2. Пусть 
{Fa , а  Е /}  -  семейство полурефлексивных пространств, Е \  С Fa для всех 
а  Е / ;  причем множество индексов I  является направленным отношени­
ем « ^  »: а  ^  /3 <(=> Fp С Fa . Через дар для а  ^  /3 обозначим вложение 
9а(3: F/3 Fa, которое предполагается непрерывным. Пространство Е 2 опре­
делим как проективный предел пространств Fa относительно отображений
дар- Е2 =  И т gapFp.
Ясно, что множество Е 2 представляет собой пересечение f~) Fn , а топо-
ael
логия Е 2 мажорирует топологию Fa для всех а  Е I. Точнее, топология Е 2 
является слабейшей из всех, которые мажорируют все топологии Fa .
Теперь обратимся к классическому вопросу о регуляризуемости отобра­
жений, обратных к операторам А:  (7(0; 1) —» Т^ 2(0; 1). Вначале рассмотрим 
леммы.
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Л е м м а  4. Пусть (сп) -  последовательность положительных чисел со свой­
ством  lim сп — оо. Тогда найдется последовательность положительных
п —>оо
оо оо
чисел (Sn) такая; что ряд 5п сходится, а ряд сп5п расходится.
п —1 п —1
Д о к а з а т е л ь ст в о . Рассмотрим любой сходящийся ряд с положительными
оо
членами а п. Далее выберем последовательность номеров (пД так, что- 
п —1
бы для всех к выполнялось неравенство
сПк ^ к 2 . (25)
Теперь определим последовательность (ân) следующим образом:
а п , если п ф Пк)
(^ п —  ^ 1
— , если п — п^.
СПк
оо оо
Тогда из (25) следует, что ряд 5п сходится, а ряд сп5п расходится,
п= 1 п = 1
так как имеет бесконечно много членов, равных единице.
Обозначим через ц стандартную меру Лебега на (0; 1).
Л е м м а  5. Д л я  любой функции f ( x )  £ L oo(0;l) (т.е. не являющейся суще­
ственно ограниченной) существует абсолютно непрерывная мера v на от­
резке [0 ; 1], относительно которой мера ц  также абсолютно непрерывна и 
такая; что f ( x )  ^ L\{y).
Д о к а з а т е л ь ст в о . Ввиду того что f ( x )  не является существенно ограни­
ченной, существует возрастающая последовательность положительных чисел 
(сп) такая, что lim сп — оо и
п —т^ ОО
М(сп <  | / |  ^  cn + l)  =  Шп Ф 0- (26)
оо
АП'Обозначим через А п множество {х  : сп <  | / |  ^  Сп+\} и Л =  Д А
п = 1
Заметим, что А{ п л -  =  0 , если % ф Д
В силу леммы 4 существует последовательность положительных чисел 
(6п) такая, что
оо оо
'У  ^ <  00? а ^   ^Сп^п — ось (27)
п —1 п —1
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Теперь определим меру у . 
Рассмотрим функцию
1 , если х  ф Л,
М х ) = 4 вп
если х  Е А п
Из (26) и первого соотношения (27) следует, что (рг(х) Е 7ч (/Д  Теперь для 
произвольного измеримого множества В  С [0; 1] положим
Тогда из (28) сразу следует, что мера у  абсолютно непрерывна, а из второго 
соотношения (27) -  что /(ж) ^ 7ч(г/). Осталось показать, что мера д  абсо­
лютно непрерывна относительно у. Но э т о  следует из того, что для функции
С л е д ст в и е  3. Д л я  любой функции ф(х) ^ Т оо(0;1) существует абсолютно 
непрерывная мера у на [0 ; 1], относительно которой мера ц  также абсо­
лютно непрерывна и такая; что ф(х) (£ Ь 2(у).
Т ео р ем а  6. Пусть линейное уплотнение С  : С(0; 1) —» 7^(0; 1) таково; что 
оно непрерывно по Ь 2-норме и продолжение оператора С по непрерывности 
на 7^ 00(0 ; 1) имеет конечномерное ядро. Тогда отображение С ~1 регуляризу-  
емо.
Д о к а з а т е л ь ст в о . Применим теорему 3, положив Е \ — (7(0; 1), Е% =  7^(0; 1), 
Е 2 — где Еу — Ь 2(/3), (3 -  абсолютно непрерывная мера, относи­
тельно которой мера Лебега д  такж е абсолютно непрерывна. Сразу заметим, 
что Е 2 -  полурефлексивное пространство как проективный предел рефлек­
сивных пространств. Здесь применима описанная выше схема построения Е 2 
в виде проективного предела. В самом деле, все рассматриваемые меры аб­
солютно непрерывны друг относительно друга, значит определены вложения 
да(3- Т 2(/?) —»• Ь 2(а). Напомним, что элемент Ь 2(у) -  это класс функций, но
(28)
Ы х )
1 , если х  (£ Л,
——, если х  Е Лп , 
дп
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здесь классы совпадают, так как множества меры нуль совпадают по разным 
мерам. Непрерывность вложений легко следует из неравенства
<Ра(х) ^  с<рр(х), (29)
где (ра (х) и (р/з(х) -  плотности мер а  и /? соответственно, выполняющегося
почти всюду.
Покажем справедливость неравенства (29). Пусть, напротив, оно неверно. 
Тогда существует возрастающая последовательность чисел (сп) такая, что 
сп —У сю, а неравенство
<Ра{х) >  Сга</Дж) (30)
выполняется на множестве А п положительной меры. Положим Н п — А п\ А п+ 
Ясно, что можно так выбрать (сп), чтобы /а(Нп) =  и п >  0. В силу леммы 4 
существует последовательность положительных чисел (5п) такая, что
оо оо
6п < оо, а '^2/ сп5п = оо. (31)
п —1 п —1
Теперь рассмотрим следующую функцию:
1
/(®)
X ) dx
При X G Я п,
ОО
0 при х  ^ |J  Н п
п —1
Из (30) и (31) следует, что f ( x )  Е L 2(/?), но / (ж) ^ Т 2(«), а это противоречит 
вложению L 2 (/?) С iv2(<a). Неравенство (29) доказано.
Представим оператор С  в виде произведения С =  В  А, где А:  С(0; 1) —»■ 
-Л Е 2 ~ вложение и В  : Е 2 —> _Z^2(0; 1) -  продолжение С  по непрерывности. 
Из условия сразу следует непрерывность В.  То, что ~ ^-измеримое
отображение первого класса, следует из известной регуляризуемости обрат­
ного отображения для вложения г : (7(0; 1) —>• Т^ 2(0; 1). Из следствия леммы 5 
следует совпадение множеств Е 2 — ТоДОД). Таким образом, теорема 6 сле­
дует из теоремы 3. Теорема доказана.
С л е д с т в и е  4. Если интегральный оператор А  : (7(0; 1) —» Т^ 2(0; 1) инъекти- 
вен и его продолжение на L 00(0; 1) имеет конечномерное ядро, то А ~1 регу- 
ляризуемо.
Из теоремы 3 вытекает, что если продолжение интегрального операто­
ра А  на некоторое L p(0,1) имеет конечномерное ядро, то А ~ 1 регуляризуемо. 
Покажем, что следствие 4 сильнее этого результата. Д ля этого достаточно 
показать следующее.
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Т е о р е м а  7. Существует инъективный интегральный оператор А:  С (0 ,1) -А
—» -L2(0,1), продолжение которого на любое L p(0,1) имеет бесконечномерное
ядро, а ядро продолжения А  на Тоо(0,1) конечномерно.
Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 5.
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